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บทคัดย่อ 
การพิสูจน์ทฤษฎีบทคณิตศาสตร์ในรูป “p   q” ซึ่งเป็นข้อความมีเงื่อนไข “ถ้า p แล้ว q” (p implies q) มีรูปแบบ

การมีรูปแบบวิธีพิสูจน์ท่ีเกี่ยวข้องกัน คือ การพิสูจน์ทางตรงและการพิสูจน์ทางอ้อมการพิสูจน์ทางตรงหรือการพิสูจน์

โดยการสร้างเป็นการพิสูจน์ข้อความ “p   q” ว่าเป็นจริงโดยก าหนดให้ p เป็นจริงและใช้ p สมมุติฐานพิสูจนเ์พื่อแสดง

ว่า q เป็นจริง การพิสูจน์ทางอ้อมประกอบด้วย วิธีพิสูจน์แบบแย้งสลับท่ีคือการพิสูจน์  “q   p” ซึ่งเป็นข้อความท่ี

สมมูลกันและอาศัยกระบวนการของการพิสูจน์ทางตรง “p   q” การพิสูจน์ทางอ้อมอีกแบบหนึ่งคือการพิสูจน์โดยใช้

ข้อขัดแย้งเป็นการพสิูจนข์้อความ “p   q” ว่าเป็นจริงโดยก าหนดให้ p เป็นจริงแต่ q เป็นเท็จและน า p และ q ท่ีเป็นจริง

พสิูจนจ์นเกิดข้อขัดแยง้ (contradiction)  

ค าส าคัญ การพสิูจน์ทางตรง  การพสิูจน์ทางอ้อม  การพสิูจน์แบบแยง้สลับท่ี  การพสิูจน์โดยใชข้้อขัดแย้ง 

ABSTRACT

 When one wants to prove mathematical statements in the form of “p implies q”, there are some 

relevant techniques to prove. The first is direct proof and the other is indirect proof. Direct proof or 

prove by construction is a basic approach to prove “p   q” by assuming p  is true and then use p  

to show that q must be true. The components of indirect proof are contrapositive proof and proved by 

contradiction.Contrapositive proofis a proof of “q   p” which equivalences to “p   q” by using the 

direct proof approach.Contradiction proof is a proof of “p   q” by assuming that p  is true but q  is 

not true and then use “p and q” to demonstrate a contradiction. 

Keywords : Direct proof, Indirect proof, Contrapositive Proof, Contradiction Proof
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บทน า 

 การศึกษาวิชาคณิตศาสตร์ในระดับอุดมศึกษาผู้

ศึกษามักจะพบปัญหาว่า เมื่อใดข้อความทางคณิตศาสตร์

ท่ีพบเห็นนั้นจะเป็นจริงหรือเท็จและจะมีวิธีใดบ้างท่ีจะหา

ข้อสรุปและพิสูจน์ข้อความนั้นๆ ผู้ศกึษาควรท าความเข้าใจ

ธรรมชาติของวิชาคณิตศาสตร์ซึ่งเป็นวิชาท่ีมีโครงสร้าง

คณิตศาสตร์ (Mathematical Structures) ประกอบด้วยตัว

ทฤษฎีบท (Theorems) เป็นข้อความทางคณิตศาสตร์ท่ี

สามารถแสดงได้ว่าเป็นจริงหรือเท็จโดยการพิสูจน์ (proofs) 

ความหมายการพิสูจน์คือกระบวนการเรียงร้อยข้อความ 

(Arguments) จากข้อสมมุติฐานหรือเหตุ ท่ีก าหนดให้

ผสมผสานกับข้อความ อนิยาม (Undefined terms) นิยาม 

(Defined terms) สัจพจน์ (Axioms or Postulates) ตลอดจน

ทฤษฎีบทเบื้องต้นท่ีได้รับการพิสูจน์แล้ว ท าการพิสูจน์

เพื่อหาข้อสรุป โดยอาศัยกฎการอ้างอิง (Rules of Inferential) 

ท่ีสมเหตุสมผลทางตรรกศาสตร์ จนได้เป็นตัวบททฤษฎี

ใหม่ซึ่งข้อเขียนนี้จะได้กล่าวถึงรูปแบบพื้นฐานการพิสูจน์

ทางคณิตศาสตร์ท่ีพบเห็นและใชก้ันมาก เป็นกลุ่มการพสิูจน์

ท่ีมีความคล้ายคลึงกันและเป็นทางเลือกของกันได้ก่อนจะ

กล่าวถึงการพิสูจน์จะขอกล่าวถึงสัญลักษณ์ท่ีใช้ในการ

พิสูจน์ดังนี้สัญลักษณ์ p, q แทนประพจน์เป็นข้อความท่ีมี

ค่าความจริงเป็นจริงหรือเป็นเท็จอย่างใดอยา่งหนึ่ง ตัวเชื่อม

ของประพจน์มี 5 แบบ คือ “ แทนนิเสธ”, “ แทนและ”, 

“ แทนหรือ”, “แทนถ้า...แล้ ว...”, ”แทน...ก็

ต่อเมื่อ...” และข้อความท่ีแสดงเป็นตัวอย่างการพิสูจน์

แต่ละรูปแบบนั้นจะน าเสนอพร้อมโครงสร้างคณิตศาสตร์

และเนน้ตัวอยา่งเนื้อหาคณิตศาสตร์ของระดับปริญญาตรี 

 1. การพิสูจน์ทางตรง (Direct Proofs) 
  เป็นวิธีพิสูจน์ข้อความทางคณิตศาสตร์ท่ีเขียนใน

รูป “p   q” โดยมีหลักการว่าข้อความ “p   q” เป็น

เท็จเมื่อข้อความเหตุ p เป็นจริงและข้อความผล q เป็นเท็จ

ดังนัน้ในการพิสูจน์วา่ “p   q” เป็นจริงจึงแสดงเพียงว่า 

q เป็นจริงเมื่อ p เป็นจริงซึ่งมกีระบวนการดังนี้ 
   ขั้นตอนการพิสูจน์ข้อความ “p   q” 
    1. สมมุตวิา่ p เป็นจริง 

    2. จากเหตุ p ท่ีเป็นจริง น าทฤษฎีเบื้องต้นท่ี

เกี่ยวข้อง นิยาม สัจพจน์ ด าเนินการพิสูจน์ จนได้ข้อสรุป

วา่ q เป็นจริง 

    3. สรุปว่า ข้อความ q เป็นจริง ถ้าข้อความ q 

เป็นจริง 

 ตัวอย่างที่ 1 

  ข้อความท่ีต้องการพิสูจน์ "ส าหรับจ านวนจริง 

, ,a b c ใดๆ ถ้าa b และb c แล้ว "a c  นยิาม  

   1.1 “ส าหรับจ านวนจริง ,a b ใดๆ a b หรือ 

 b a
ก็ต่อเมื่อb a เป็นจ านวนจริงบวก 

   สัจพจน ์1.1 สมบัตปิิดการบวก 
 , ,a b R a b R   

 

   สัจพจน์ 1.2 สมบัติผกผันการบวก a R  จะ

มี a R  ซึ่ง
  0a a  

 

 

พิสูจน ์

ข้อความ เหตุผล 

1. a b  

2.  b a R   

3.b c  

4.  c b R   

5.  c b  b a R    

6.แต่  c a    b b c a R       

7.น่ันคอืa c  

1.ก าหนดให ้

2.นยิาม 1.1 

3.ก าหนดให ้

4.นยิาม 1.1 

5.สมบัตปิิดการบวกจ านวนจรงิ 

6.สมบัตเิปลี่ยนกลุ่มและผกผันการบวก 

7.นิยาม1.1 

ข้อสรุปคือ "ถ้าa b และb c แลว้ "a c ส าหรับจ านวนจรงิ , ,a b c ใดๆ 
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 2. การพิสูจน์ทางอ้อม (Indirect Proofs) 

  การพิสูจน์ทางอ้อม เป็นการพิสูจน์ข้อความ “p 

  q” โดยอาศัยข้อความอื่นท่ีสมมูลกับ “p   q” ใน

ท่ีนีจ้ะกล่าวถึง 2 รูปแบบคือ 

  2.1 การพิสูจน์แบบแย้งสลับที่ (Contrapositive 

Proofs) 

   บางคร้ังการพิสูจน์ทางตรงอาจกระท าได้ไม่ค่อย

สะดวกจึงอาศัยสมบัตคิวามสมมูลของประพจนแ์ละสัจนรัินดร์ 

(p   q) (q   p) พิสูจน์ข้อความ q   p แทน

ข้อความ“p   q” 

    ขั้นตอนการพิสูจน์ ข้อความ “q   p” 

     1. สมมุติว่า q เป็นจริง จากเหตุ q ท่ีเป็นจริง 

น าทฤษฎีเบื้องต้นท่ีเกี่ยวข้อง นิยาม สัจพจน์ ด าเนินการ

พสิูจน ์จนได้ขอ้สรุปวา่ p เป็นจริง 

     2. นั่นคือ ข้อความ q เป็นจริง ถ้าข้อความ p 

เป็นจริง 

     3. สรุปวา่ ถ้าข้อความ p เป็นจริง แล้วข้อความ 

q เป็นจริง 
 

 

 ตัวอย่างที่ 2 

  ข้อความท่ีตอ้งการพิสูจน์" ABC เป็นสามเหลี่ยม

ใดๆและมี  A B   แล้ว "BC AC  (หรือด้าน

ยาวของรูปสามเหลี่ยมอยู่จะตรงข้ามมุมท่ีใหญ่) แทนด้วย 

" "p q  ข้ อความแย้ งสลั บ ท่ี คื อ  " ABC เป็ น

สามเหลี่ ยมใดๆและมี  BC AC แล้ ว A B   

แทนด้วย “q   p” 

 ทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้อง 

  (1) “เป็นสามเหลี่ยมใดๆ เมื่อต่อด้านใดด้านหนึ่ง

ออกไป มุมภายนอกจะใหญ่กว่ามุมภายในท่ีไม่ใช่มุม

ประชดิ” 

  (2) เป็นสามเหลี่ยมหน้าจั่ว มุมท่ีฐานยอ่มเท่ากัน 

 

 

 

 

 
 

 สิ่งท่ีต้องสร้าง สร้างจุด บนด้าน ท่ีท าให้ และ เป็น

สามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

พิสูจน ์

ข้อความ เหตุผล 

1. " ABC มดี้าน BC AC  

2. ADC เป็นสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

3. DAC CDA   

4. BAC DAC    

5. BAC CDA   

6. CDA ABC   

 

7. BAC ABC  หรือ A B   

8. ดังนัน้ BC AC แลว้ A B   

1. ก าหนดให ้

2. จากการสร้าง DC AC  

3. เป็นมุมท่ีฐานของสามเหลี่ยมหนา้จั่ว 

4. จากการสร้าง 

5. จากข้อ 3, 4 

6. CDA เป็นมุมภายนอกใหญ่กว่า ABC ซึ่งเป็น

มุมภายในของ ABD  

7. จากข้อ 5 และข้อ 6 

8. จากข้อ 1-7 

นั่นคือ " ABC เป็นสามเหลี่ยมใดๆและมี A B  แลว้ "BC AC  
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 ตัวอย่างที่ 3  

  ให้   ,f x mx b  เมื่อ 0m  ถ้า 1 2x x

แล้ว    1 2f x f x  

   พิสูจน์โดยวิธีแย้งสลับท่ี ข้อความท่ีสมมูลกับ

โจทยค์ือให ้

  ,f x mx b  เมื่ อ 0m  ถ้า    1 2f x f x

แล้ว 2x x  

พิสูจน ์

ข้อความ เหตุผล 

1.    1 2f x f x  

2. 1 2mx b mx b    

3. 1 2mx mx  

4. 1 2x x  

5. ดังนั้นถ้า 

   1 2f x f x แล้ว 

1 2x x  

6. สรุปถ้า 1 2x x แล้ว 

   1 2f x f x  

1. ก าหนดให ้

2. แทนค่า

ฟังก์ชัน   ,f x mx b   

3. บวกด้วย b ทั้งสองข้าง 

4. คูณด้วย
1

m
ทั้งสองข้าง 

5. จากข้อ 1-4 

6.    p q q p  

เป็นสัจนิรันดร์ 

 

 

  2.2 การพิสูจน์โดยใช้ข้อขัดแย้ง (Proof by 

Contradiction) แบ่งเป็น 2 กรณี คือ 

 (a) เมื่อข้อความท่ีต้องการพสิูจน์เป็นข้อความเดี่ยว p  

   ขั้นตอนการพิสูจน์ ข้อความ p เป็นจรงิ 

    1. สมมุติว่า p เป็นเท็จ นั่นคือ p เป็นจริง 

    2. จากสมมุติฐาน p เป็นจริงน าทฤษฎีเบื้องต้น 

นยิาม สัจพจน์ ด าเนินการพสิูจน์จนเกิดข้อขัดแย้งq q

ซึ่งเป็นจริงพร้อมกันไม่ได้ 

    3. นั่นคือท่ีก าหนดให้ข้อความ p เป็นจริง

(หรือ p เป็นเท็จ) นัน้เป็นการไม่ถูกตอ้ง 

    4. สรุปวา่ข้อความ p เป็นจริง  

 ตัวอย่างที่ 4 

  ข้อความท่ีต้องการพิสูจน์ 
10"log 5  เป็นจ านวน 

อตรรกยะ"  

  นิยาม 2.2.1 Q  เป็นเซตของจ านวนตรรกะเมื่อ 

/ , 0
x

Q x y Z y
y

 
    
 

 

  นยิาม 2.2.2 "logN M p  หมายถึง pN M  

พิสูจนใ์ห้ 10"log 5  เป็นจ านวนตรรกยะ"  

ข้อความ เหตุผล 

1. 
10log 5 เป็นจ านวนตรรกยะ 

2
10log 5 , ,

x
x y

y
 ไม่มีตัวประกอบ

ร่วมและ x y  

3. 10 5, ,

x

y x y Z    

4. 10 5x y  

5. 10 5x y เป็นข้อขัดแย้ง 

6. ดังนั้นสรุปว่า
10"log 5  

เป็นจ านวนอตรรกยะ"  

 

1. ก าหนดให้ 

2. นิยาม 2.2.1 

3. นิยาม 2.2.2 

4. จากข้อ 3  

ยกก าลัง y ทั้งสองข้าง 

5. เนื่องจาก 10x  

เป็นจ านวนคู่ 5y  

เป็นจ านวนคี ่

6. จากข้อ 1-5 

การก าหนด
10"log 5

เป็นจ านวนตรรกยะ"

ท าให้เกิดข้อขัดแย้ง 
 

 (b) เมื่อข้อความที่ต้องการพิสูจน์เป็นข้อความ 

“p   q” 

  ขั้นตอนการพิสูจน์ ข้อความ “p   q” เป็นจริง

โดยใชข้้อขัดแยง้ 

   1. สมมุตวิา่ q เป็นเท็จ นั่นคือ q เป็นจริง 

   2. ดังนัน้สมมุตฐิาน p เป็นจริงและ q เป็นจริง 

   3. น าทฤษฎีเบื้องต้น นิยาม สัจพจน์ ด าเนินการ

พสิูจนจ์นเกิดข้อขัดแยง้ q q  ซึ่งไมเ่ป็นจริงพร้อมกัน 

   4. นั่นคือข้อความถ้า p เป็นจริงแล้ว q เป็นเท็จ

จึงไมถู่กตอ้ง 

   5. สรุปวา่ข้อความ p เป็นจริงแล้ว q เป็นจริง 

 ตัวอย่างที่ 5 

  ข้อความท่ีต้องการพิสูจน์ " ABC  เป็นสามเหลี่ยม

หน้าจั่วซึ่งมีมุม A เป็นมุมยอดแล้ว ABC และ ACB  

ซึ่งเป็นมุมท่ีฐานจะเท่ากัน"  

  นิยาม 2.2.3 สามเหลี่ยมหน้าจั่วคือสามเหลี่ยมท่ีมี

ด้านประกอบมุมยอดเท่ากัน 

  ทฤษฎีบท 2.2.1 ในสามเหลี่ยมใดๆ มุมท่ีอยู่ตรง

ข้ามด้านท่ีเท่ากันยอ่มเท่ากัน 

 สิ่งท่ีก าหนดให้ ABC เป็นสาเหลี่ยมหน้าจั่ว A

เป็นมุมยอด  
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ปที่ 9 ฉบับที่ 25 เดือนพฤษภาคม-สิงหาคม 2560 

วารสารวิชาการหลักสูตรและการสอน  มหาวิทยาลัยราชภัฏสกลนคร   

พิสูจน์โดยใช้ข้อขัดแย้งคือสมมุติให้ ABC ACB

เป็นเท็จนั่นคือ ABC ACB  เป็นจริง 

 

 

 

 

 

 

 

สามเหลี่ยมหนา้จั่ว ABC 

ข้อความ เหตุผล 

1. ABC เป็นสาเหลี่ยม

หน้าจั่ว 

2. A เป็นมุมยอด 

3. ABC ACB   

4. เน่ืองจาก 

ดา้น AB AC  

5. ดังน้ัน 

ABC ACB  

6. ข้อความข้อ 3 และ 

ข้อ 5 ขัดแย้งกัน 

7. สรุปว่า 

ABC ACB  

1. ก าหนดให้ 

2. ก าหนดให้ 

3. สมมุติฐาน 

4. เป็นดา้นประกอบมุมยอด

ของสามเหลี่ยมหน้าจั่ว 

5. เป็นมุมท่ีอยู่ตรงข้าม 

ดา้นท่ีเทา่กัน 

6. ABC ACB  และ 

ABC ACB  
7. เน่ืองจากข้อสมมุติ  

ABC ACB   
เป็นเท็จท าให้เกิดข้อขัดแย้ง 

 

 นอกจากวิธีพิสูจน์ท้ังสามรูปแบบดังกล่าวแล้วยังมี

ข้อความบางรูปแบบท่ีพิสูจน์โดยอาศัยสมบัติเร่ืองความ

สมมูลและใช้หลักการพิสูจน์ทางตรงและการพิสูจน์

ทางออ้มประกอบกัน คือ 

 3. การพิสูจน์ข้อความที่สมมูลกัน  p q
 

  เนื่องจาก     p q p q q p     ดังนั้น 

การพิสูจน์  p q จึงใช้ข้อความ   p q q p  

และท าการพิสูจน์ 2 กรณี  กรณี ท่ี 1 จะต้องพิสูจน์ว่า 

 p q  เป็นจริง และกรณีที่ 2   q p เป็นจริง 

ซึ่งแต่ละกรณี ใช้การพิสูจน์ของการพิสูจน์ทางตรงและ

การพสิูจนท์างออ้มดังกล่าวแล้ว 

 

 

 ตัวอย่างที่ 6 

  ให้ A และ B เป็นเซตในเอกภพสัมพัทธ์เดียวกันจะ

ได้ว่า A B ก็ต่อเมื่อ / /B A  

  นยิาม 3.1  A B x x A x B      

  นยิาม 3.2  /A U A x U x A       

  แยกการพสิูจน์เป็น 2 กรณ ีคือ / /A B B A  

และ / /B A A B    

พิสูจน ์

ข้อความ เหตุผล 

1. A B  

2.  A B x x A x B      

3.  A B x x B x A      

4. / /A B x x B x A      
 

5. A B / /B A   

6. ท านองเดียวกนัเริ่ม 

จาก / /B A  

7. / / / /B A x x B x A      
 

8.  / /B A x x A x B      

9. / /B A A B    

10. A B ก็ต่อเมื่อ / /B A  

1. ก าหนดให ้

2. นิยามสับเซต 

3.    qppq   

4. นิยาม 3.2 

5. นิยามสับเซต 

6. ก าหนดให ้

7. นิยามสับเซต 

8.    qppq    

9. นิยามสับเซต 

10. จากข้อ 5 และ 9 

หมายเหตุ การพสิูจน์อาจเร่ิมจาก / /A B B A  

จากนยิาม  A B x x A x B      

 4. การพิสูจน์รายกรณี (Proof by Case) 

  การพิสูจน์รายกรณีเป็นวิธีพิสูจน์ข้อความในรูป 

p q  แต่ข้อความ p  เหตุแยกเป็นกรณีย่อยๆ ได้

หลายกรณี  เช่น  1 2 ... np p p q     ดั งนั้ น 

ต้องพิสูจน์ทุกกรณี       1 2 ... np q p q p q       

ซึ่งเป็นหลักการของสัจนรัินดร์      p r q p q r q       
 

จะเห็นได้ว่ากรณีย่อยๆ เป็นรูปแบบของ p q วธีิพิสูจน์

จึงใช้หลักการพิสูจน์ทางตรงและการพิสูจน์ทางอ้อม

ดังกลา่ว 

 ตัวอย่างที่ 7 
  ส าหรับจ านวนจริง x  ใดๆ จะได้ว่า 22x x  

แยกเป็นกรณีย่อยๆ ดังนี้ 220x x x    

และ 220x x x    

นยิาม 4.1 0

0

x when x
x

x when x


 

 

 

B

A

C
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              



พิสูจน ์

ข้อความ เหตุผล 

1.กรณีท่ี 1. 0x   

2. x x  และจะได้ 2 2x x  

3. 2 0x   และจะได้ 
2 2x x  

4. 0x   2 2x x  

5. กรณีท่ี 2 0x   

6. x x   และจะได้ 

 
22 2x x x    

7. 2 0x   และจะได้ 
2 2x x  

8. 220x x x    

9. สรุป 22x R x x    

1. ก าหนดให้ 

2. นิยามคา่สัมบูรณ์และ

กฎทางพีชคณิต 

3. จากข้อ 1 นิยาม 

ค่าสัมบูรณ์ 

4. ข้อ 2 และ 3 

ต่างเท่ากับ 2x  

5. ก าหนดให้ 

6. นิยามคา่สัมบูรณ์ 

และกฎทางพีชคณิต 

7. นิยามคา่สัมบูรณ์ 

จาก 5 

8. ข้อ 6 และ 7 ต่าง

เท่ากับ 2x  

9. จากข้อ 4 และ 8 

 

สรุป 

 รูปแบบการพิสูจน์ 3 รูปแบบแรก คือ การพิสูจน์

ทางตรง การพิสูจน์ทางอ้อม ซึ่งแยกเป็นการพิสูจน์แบบ

แย้งสลับท่ี การพิสูจน์โดยใช้ข้อขัดแย้ง เป็นการพิสูจน์ท่ีมี

ข้อความเหตุเป็นเงื่อนไขเพื่อพิสูจน์ให้ได้ข้อความท่ีเป็นผล

และเมื่อการพสิูจนท์างตรงมคีวามซับซ้อนยากตอ่การพสิูจน์

อาจใชก้ารพสิูจนแ์บบแยง้สลับท่ี การพสิูจนโ์ดยใชข้้อขัดแย้ง

เป็นทางเลือกหนึ่ง ส าหรับการพิสูจน์ข้อความท่ีสมมูลกัน 

และการพิสูจน์เป็นรายกรณีเป็นการผสมผสานระหว่าง

สมบัตคิวามสมมูลซึ่งเป็นสัจนรัินดร์และการพสิูจน์ทางตรง

หรือการพิสูจน์ทางอ้อมดังกล่าว ยังมีวิธีพิสูจน์อื่นๆ อีก

เช่น วิธีอุปนัยทางคณิตศาสตร์วิธีพิสูจน์ข้อความท่ีมีวลี

บอกปริมาณ ซึ่งจะได้แสดงการพสิูจนใ์นโอกาสต่อไป 
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